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Dubbelintegraler

En delméngd E av [1" sigs ha area 0 om det finns dndligt manga rektanglar
R,,...,R, sddana att
))EORU..UR,
i1) Summan av rektanglarna kan fas att bli hur liten som helst genom ldmpligt val av rektanglar.
Ex1
En punkt har area 0.
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P O R och area(R) = €* kan f3s att bli s liten som helst genom limpligt val avee.
Ex

e
R

E har area 0.ty

i) E0 R, UR,,och

il) area(R)) + area(R,) = a& + be

1

Kan fas genom lampligt val av €.

Ex

Funktionsgrafer

y=f(x) asx<bh

dar f dr kontinuerlig har area 0, kan man visa.
O =g (1)

0 a<t<b
v = h(?)




y=f(x) a<x<bh
y=/(x)

Dubbelintegraler kan berdknas med itererar integration. Foljande resultat géller :
Sats

L4t D 0O vara begrinsad och antag att :

1) f ar begridnsad pa D.

i1) /" &r kontinuerlig pd hela D utom eventuellt pa en delmingd av D med area 0.

Da existerar IJ’D f(x,y)dxdy

och

fJ, £ ey = [{f £eypahy = [{f £x

Dér integrationsgrinserna i de bada itererade enkelintegralerna bestdmsav D.

Ex f(x,y)=e™”
D:0sy<ux, x<1

f(x,y)= e dr kontinuerlig ihela 0°, (1) speciellt pa D.

y y=Xx

6 . . .
Vidare dr D kompakt, och alltsd har /" som dr kontinuerlig
ett storsta och ett minsta virde pa D. Speciellt dr f

/ begransad pa D. (2).
D
i\
y=0 ;
x =1

(1) och (2) visar att villkeren i satsen &r uppfyllda.
Vi far att

J'J;) e dxdy O och att

JI) e dxdy = j)'%e_"2 dx Eiy = i%e“z dy %’x
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A B

Har ar B enklast att berdkna.



Vihar att

1 _ 1
B= %e“"zdy x =J'aye_x2]j;; ﬁr’x =J'xe_x2dx = E—%e” % = % —%e"‘*

Om minst ett av foljande géller :

1) D 4r obegréansad.

2) f ar obegrénsad pa D.

Kallas J]'D f(x,y)dxdy generaliserad, foljande resultat galler.

Sats (Fubinis sats)

Antag att J'J'D f(x,y)dxdy ar generaliserad och att f forutsitts vara kontinuerlig pa hela D utom

eventuellt pa en delmédngd av D som har area 0.
Da giller foljande :

Om nagon av de itererade integralerna

[ e ety och {717 e vy o

Existerar (bada dr generaliserade) sa existerar alla de tre integralerna

J]' f(x, y)dxdy,J’(J f(x, y)dx)dy,I([ f(x,y)dy fx och ar lika.
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