Analys 3 Dag6 Dell 2001-02-09

Taylors formeli flera variabler

Enligt taylors formeli en variabel géller att

¢(t) = ¢(0)+¢(0)t+ BP"(O)t o ¢(">(0)u"+ﬁt¢*@”>(e) for nagot 8 1[0, ]
n .

Sétt =11 denna formel, s fas att

¢() = ¢(0)+¢(0)+ AU - ¢<">(0)+( +1)'pr(e) for nagot 6 1[0,]]

Latnu f(x) vara en funktion av p variabler.
Léta =(a,,...,a,) och h =(h,....h,) 10" och sitt
()= fla+ih)= f(a, +th,...a, +th)h +..+ f (a +th,..,a, +th)h, =
= f'(a+th)h +..+ fl',(a +th)h, =hD, f(a+th)+..+h,D, f(a+th)
') =D, +...+h,D,)f(a+th) men D +..+h D, =(h,..h,)UD,.;D,)
Séatt U =(D,,...,D,)
analogi med att
f =(D.f,....D,[)= (Dl,...,Dp)fE
Med demma beteckning far viatt
¢'(t) = (h M) f(a+th)
Upprepad anvdndning av detta ger att
o) =(hM) fla+th) k=12,..
Inséttning av ¢ (¢) = f(a +th)

(1) ger alltsa att
(@) fa+h) = f(a)+ (D) /(@) + - (hDY: £(d) ..+~ (R D) f (@) +—— (D) a+ B
T e 2o 1)'

5¢"<0> ;W(O) 60" (8)

(n+1)'
d(1)=¢(0)+¢'(0)+ %(p”(O)... ar Taylors formel for flera ( p) variabler. I hiarledning av (2) har vi

anvint kedjeregeln n +1 ganger. Detta kan vi séikert gora om f [JC"*' nir a, och det antar dirfor gélla.
Annan form av resttermen :

(f OC"" nidra a antas gélla)

(h)"™ f(a+6h) = (WD, *...+h,D,)" f(a+6h)=

=(3)=D, +...+h, D) 0. WD, +...+ h,D,) f(a +6h) =éndligt manga termer av typen

n+lst

hD,0.th,_D, fla+6h) dirl<i<p,.1<i <p

(pnﬂ SI)



@) (*")=h, (.0h,_ (D, O..0D, f(a+6h)

En (n+1)-drivata
Eftersom f0C™*! niira a

dé hndra 0.
Vidare har vi att
. h.
S)n L.Th, = NN E
1 n+l h |h
Begriinsad
(**)Se nedan
-
E:M: ‘hil‘ < ‘hil‘ :le
I T T

(3),(4) och (5) visar att resttermen i (2) 4ven kan skrivas
W' A(h) (det vill siiga O(h””))
dér A(h) ar begrinsad da h dr néra 0.

Sammanfattning :

Om f OC"" nira a har vi att

fla+h)= Z%(h MY f(a) +

dar A(h) ar begransad dé 4 dr ndra 0.

n+l

W Ach)
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Ex p=2,n=2

Enligt ovan har vi att

1
(1) fa+h) = f(a)+(h D) f(a)+ E(h ) f (a) + i A(h)
déar A(h) begrinsad da 4 &r néra 0.
Eftersom p =2sd dr:
h D =(h,h,)UD,,D,)=hD, +h,D,
v (h D) f(a) = (WD, +h,D,) f(a) = D, f(a) + D, f(a) = h f(a) + h, [, ()
Vidare ar
(hD)* = (WD, +h,D,)" =Dy + 2, DD, + h,”Dy’
v (RODY f(a) =k £ (@) + 200, £, + By £y (a)
Sambandet (1) ar alltsd detsamma som sambandet

f(a, +h,a +h)=f(a,a,)+hf(a,a,)+hf,(a,a,)+
+%(h12f1'1'(apaz) +2hh, f;,(a,,a,) +h2ﬂ(al,a2))+ (1/]112 +h22)5,4(h1,h2)_

Tillimpningar av Taylors formel pa stationdra punkter

Lat f vara en funktion av n variabler och 1at a vara en stationér punkt till /', det vill siga en punkt dar
fila)=..= f,(a)=0
Enligt Taylors formel har vi att
1
(1) f(a+ 1) = /(@) + (R D) (@) + = (h D) f (a) + if ACh)
dar A(h) begransad da 4 dr nédra 0.

Men eftersom f ar stationdr i a har vi att
(htD)f(a) = (WD, +...+ h,D,) f(a) = h f (@) F =+ h, f,(a) =0
—— H_r—/

=0 =0
Insatti(1) ger att

(2) fla+h)=f(a) +%(h [D)* f(a)+

H A(h)
oA

Se bevis for att
forsumma resttermen

Forutsatt att resttermen kan férsummasi (2), sa foljer av (2) foljande :
1)  f har strikt lokalt minia om

(hD)* f(a) >0 forallasma A # 0.

2)  f har strikt lokalt max i @ om
(h D)’ f(a) <0 forallasmi i # 0.

3) f har.varken lokalt max eller min i a om det finns godtyckligt sma 4', 4" # 0
sédana att (4'0)* f(a) > 0 och (h"M)’ f(a) <O0.



Sitt O(n) = (h DY £ (a)

Da giller att

O(th) = ((th) MY f (a) = £ (A ) f (a) = *Q(a)

(*) Det vill siga om Q(4) >0 (<0) for nagot 4, da ar O >0 (<0)1ialla punkter th ¢t # 0.
Konsekvens:

h - rummet
a)

h
2 p godtycklig punkt

/ 0>0 har O>01 p enligt (*)
NP

Om Q > 01ndgon sadan mingd sa géller att Q(h) >0 Uk # 0 pa grund av(*).

Analogt om Q < 01méngden ovan.

b)

Vi fér ocksé att om Q(/) >0 sé finns det punkter godtyckligt ndra 01 / - rummet dér Q <0, ndmligen

punkterna ¢tk dérz — 0.

Analogt om Q(4) <0.

Pé grund av b) sa kan 3) ovan ersittas med :

3') f har varken lokalt max eller min i a om det finns
h'och h'"'sédana att Q(h") >0och Q(h'") <O0.

1) och 2) ovan brukar vidare ersittas med :

1') f harlokaltminiaom Q(h)>0 Uh#0

2')  f harlokaltmaxiaom Q(h)<0 Uk %0
Kraven1') och 2') kan forefalla starkare dn kravenil) och 2), men &r den inte pa grund av a).

Om f ar stationdr i a och varken har lokalt max eller min i a, sdgs f ha sadelpunkti a.



