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Hogre ordningens derivator.

Sats :

L4t D vara en 6ppen mingd av J° och antag att £ [1C*(D). D4 gilleratt f,,(x,y) = f5,(x,y) Ox,y OD.

En konsekvens :

Antagatt f(x,y,z) 0C" pa en 6ppen mingd av [°.
Da giller t.ex. att

(3)
1{321(35,)/,2) = D1D2D3f(xayaz)'

Bevis :
(3)

S (X,3,2) = DD,D; f(x,y,2) = D, (D2D3f(x,y,z)) . = D, (D3D2f(x,y, Z)) =
Ty fOC* 1 y och z for fixt x
eftersom fDC3 ix,yochz
fOC*ix, yoch zO
fDC2 iy och z for varje fixt x.

= DD, (sz(x7y> Z)) = DD, (sz(x>y7 Z)) =D (Dlsz(xaya Z)) =

Ty sz(x,y,z)DC2 ixoch z for fixt Likartat argument.
y eftersom fDC3 ix,yochz0O

D,f0C?ix,yochz0

Dz_/"DC2 ix och zfor varje fixt y.

=Dy(D,D,f(x,7,2)) = DiD,D, f (x,y:2) = fiy (x,3,2)

Analogt motivertas att om f &r av klassen C” pa en 0ppen delmdngd av [1” s& ar de blandade derivatorerna
av ordning < m lika diar man deriverar lika ménga génger med avseende pa var och en av variablema.

2.59

Bestém alla 16sningar f av klassen C? till differentialekvationen xf,, — yfxy +f ,y>0

Enligt forslag gor vi det genom att infora nya variabler & och v.
Genom att satta
(= =Y
Mg _> >0 %»x >0
e 0 »y=u
f0OC*0 f£OC* O f ér differentierbar [
Vi kan anvinda kedjeregeln péd f
Vi har att
/OC? O Partiellal: a derivatortill f0C*> 0

U Partiellal: a dertvator ar differentierbar [

]
U
LJ

U Kedjeregeln kan anvédndas

Vidare har vi att

f0C? OBlandade? : a derivatorna till f ir lika.

Vi far foljande:

@f A2 fwxefve = 0+ [r= Ly
Enligt kedjeregeln

3/, = fu'y+fv'y=f,0=f+fx




Fortsatt derivering ger att

“ | (Beror ef Tzvy) | ( | ) )
4 = = = = =f
@ fu=Difs 2 DN =Dy 5 DSIV =Sy
f utbyttmot f,,

5 "= D o= D ' = D ' + f = ( "+ ' ) +f=Ff v+ +of =
®) v Y fx Enligt2) 7 (fvy) Produktregeln(—y 1)y f” 1 Enligt (3) med /' D”fV (DVfV )xJy fV f._”,_a‘y JP AT,
for derivering utbytt mot f, =S¥
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= fuV L+ 1y
Insédttning av (2), (4) och (5) 1 givna differentialekvation ger att
oy =yl S+ £+ £y =0
-y, =0
Y S =0
wf =0 ,u>0
e =0 ,u>0
D, (f,)=0
 f =¢(u) dirg OC'(O,) godtyckligt.
= = +
f=[padu = g)+h(v)
Dir g 0C*(0) 4r godtyckligt i x och y far vi att
f =gy +h(xy)

Storsta och minsta virde pa icke - kompakta mingder (°)

M [0 [0" kallas begransad om [IC >0 si att |x| <C xOM
Ex

ﬁm |x| <C [xUM géller med C somi figur

c " M &r begriansad.

M [0 0" kallas kompakt om M bade dr sluten och begrénsad.
Sats 1

Om D [0 0" ar kompakt och f ér kontinuerlig pa D sa har £ alltid storsta och minsta varde pa D.

Nagra exempel dé detta kan anvindas vid studier av stérsta och minsta virde pa

icke - kompakta mingder dr foljande exempel :
(Funktionerna f nedan antas vara-kontinuerliga.)
Ex1 f(x,y) studeraspa D..y=0

D,

=l TN

x X
X2+y2:1’2

| f| <1 Antag att foljande géller for » >0

Pa D, somdr kompakt har f enligt sats 1 ett storsta och minsta virde. Och det maste gélla att

max f 21, min f < -2
Dl Dl



Eftersom | f | <1pé D, foljer att f har storsta (minsta) virde pa D och att

mDaxf = n’glle

i/ =i/

Detta motiverar att f har bade storsta och minsta vérde pa D.

Ex2 f(x,y) studeraspd D:x20,y=0

Foljande antas gilla
For ndgon kurva y
y
D, f>0
D, J
f — 00
£X
4 2
[

Pa D, som dr kompakt har f enligt sats 1 ett minsta vérde, och det galler att
r%iln f<-1

Eftersom /> 0pé D, s foljer att /" har ett minsta vére pa hela D

och mDinf = n})ilnf.

Eftersom f — oo ldngs y :g 1 1:a kvadranten saknar. f storsta virde pd D.

Hur bestimmer man storsta/minsta virdet om det existerar?

Sats 2

Om £ har storsta/minsta véirde pa D antas det bland foljande punkter :
1) Punkteri D’ (=detinreav D) dér f, = f, (=..=f,)=0

2) Punkteri D’ ddr ndgon av_f{, 5 (..., f,) [

3) Punkter pd 0D (=randenav D).



