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Kedjeregeln

Vi visar kedjeregeln 1 fallet

AIGNI0)
En funktion f(x, y) ar differentierbar i en punkt (a,b) <

O, £, (a,b), f,(a,b) bida existerar

EQ, S )= [(@0) = [i(@D)=a) = @D =8) 4 (x 5) - 0.0)

H Jx—a)* +(y—b)’

Of (x,») = f(a,b) = £, (a,b)(x=a) = f,(a,b)(y=b)  di(x,y) % (a,b)
Satt e(x,y) = \/(x—a)z +(y—b)

H dé (x,») = (a,b)
Da giller alltsé att

F )= f(@.b) = fi(@,b)(x=a)+ f(a,b)(y =b) +(x=a)’ +(y=b)* (x,y)-Lx, ) (inklusive (a,b))
Dire&(x,y) - 0 =&(x,y) da(x,y) - (a,b)
Vikan nu visa att kedjeregeln i fallet f (¢ (N} (t))

Sats (Kedjeregeln, en variant)

Antga att

1, ¢(t) och(¢) érderiverbarait =t¢,

2, f(x,y) dardifferentierbar (inga skarpa horn) i punkten ((/) (to),l,tl(to))
Daéar f (¢ (t,),W(t, )) deriverbariz =¢, med derivata

U (¢(r23,w(ro))) = £ @)W (1) + £ (@)Wt (1)

Bevis Vimaste enligt definition av derivata visa att

VL CICRIONCR) A CICYRICH) RS AP
h
Eftersom f'(x, y) ar differentierbar i (¢ (to),(,U(tO)) sa géller enligt inledningen att

D) o) = FB@) W)=
= /@)Wt x =0 )+ £ @) Ny —w (1) + (x =9 (1,)* +(y —¢(t,))* E(x, »)

Dire(x,y) ~ 0=¢(@ (1)@ (t,))dax,») ~ B@).9 (1))
Sétt x = @(¢, +h), y =@(t, +h)i(1) och deriveramed £ sa fés att

F@@, + i, +)- @) ))

PGNP, W h) Y()
() =)= + f ()2 0+
h h h
@ (t))dah-0 —Y(ty)ddh-0
enligt difinition enligt difinition
av derivata derivata

+%J(¢<t0 +h)=@(1)f + W, + b -w,)f E@, +h)p, +h)



Vidare har vi att

(3) ¢,y deriverbaraiz =z, ¢,y ér kontinuerligiz =¢, [

Gty +h) — o)Wty +h) - Y(t,)dat - ¢, 0

(B, + MW, + 1) ~ 0 dah — 0,ty e(x,») — 0= (Bt W) da (x,) — (B, W(1,)
Samt att

i EPPAN- OV = [Pt =) | A+ -Y(,)
(4)‘hJ(¢(zo+h> D)) + W, +m-w(,)) \/gb p §+§w p g

~9'(t) LAY,
dah-0

(2), (3) och (4) visar satsen.

H2), (3) och (4) ger ju att H
200D D) T@OISW) 1 iy piw o) + 06 ) 760
0 =0di -0 N

Resultatet i satsen skrivs ofta sd hir

I _dx o &y
dt Oxdt Odydt

(f(x, y)ar given. Visitter x = @(¢), y = (,U(t).)
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Annan variant av kedjeregeln :

Betrakta fallet att vi har en funktion f'(x, y) och sétter x = @ (u,v), y =@ (u,v) f antas vara differentierbar
och ¢ och ) ha partiellal: a derivator.

Dé ar f deriverbar med avseende pa u och v och

o _ofox of oy

Ou OxOu Oy du

O Y, oy

dv Oxdv Odyodv

Detta foljer direkt ur satsen.

ﬁeriva‘[an med avseende pd u fis genom att betrakta v som en konstant och derivera som VanligtE

ed avseende pa u, dvs precis fallet i satsen.

Gradient och riktningsderivata
Gradienten till en funktion f(x,,...,x,) dr vektorn (fl'(x] yeees X, ),...,fn'(x1 ,...,xn)) skrivs Uf (x,,...,x,)
(Utléises "nambla f"eller grad f(x,,...,x, )).

Vi ska nu definiera riktningsderivata, 1at a vara en punkti[0", och‘1at v vara en enhetsvektori 1" (dvs |v| =1),

och lat f vara en funktion av n variabler.
a+ttv

t>0

p=1

Medelokningen av f per langdenhet vid forflyttning fran punken a till punkten a + #v. Lings réta linjen mellan
_flarm)-f@) _ fla*rm)=1(a)

|tv| Ty >0 t

och M=l

fla+w)-f(a)
t

dem ar

Gransvardet lim
t-0

Om det existerar, ger 6kningen av f per langdenhet i punkten a i riktning v. Om det existerar riktningsderivatan
av f ipunkten a i riktning.v. Skrivs £, (a), D, f (a).

Sats f differenierbar i g+l

f,(a) 00v (med|v| = 1),0ch £, (a) = Of (@) O

Bevis Se kursbok:

En naturlig fragai samband med riktningsderivator r frégan : I vilken riktning &r £, (a) storst (minst) i en punkt?



Sats f.(a) blir stdrst (minst) pd v har samma (motsatt) riktning som [f{a). Stérsta (minsta) virdet ir

0f (@] (-7 (@)

Bevis [fallenn=2ochn =3

Lat 8 vara vinkeln [f (a)
%

\é/mf@ 0<o<m

Enligt definition av skalérprodukt (i fallen n =2 och n = 3)

Far vi att

fv'(a)Enhgt: Of (o) = |Df(a)|Mcos9 =|0f (a)|cosO
tidigare sats =1

(f antas differentierbar)

"+ f.(a) storst (minst)

Da Q =0 (O =) och storsta (minsta) vardet ar
@] @)

Konsekvens :

[Bastimma
O . .
[prtogonala traiektoria

[=L,
f,py)=1

L, <L, <L, antas

Kfzcz
i
\f(x,y,z) :C1

C, <C, <(, antas




