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Partiell derivator

Lat f(X,,...,X,) vara en funktion av n variabler. Om gransvérdet...

(*)lim fQa,....,a,_,a, +ha,,,,..,a,)- f(a,..a,_,a,,a.,,,...4a,)
n-0 h

existerar och dr endligt sdgs f vara partiellt deriverbar med avseende pa variabel nr & 1 punkten (a,,..5a, ),

och grinsvardet kallas partiella derivatan. / med avseende pd variabelnr £ 1 punkten a = (a,,...,a;)
och skrivs f; ().

Om gransvérdet (*) inte existerar dr f ej partillt deriverbar med avseende pa variabel nr £ 1 punkten a.
Andra beteckningar for f, (a) &r:

f(a). D). D, f(a), ;’i(a)

X

Konsekvens av definition av f; (a):

ﬂ (a) fas genom att halla variablema nr 1,..,k — 1,k +1,...,n fixa och derivera"som vanligt"
med avseende pa variabel nr £.

Ex

f(x,y)=x’sinxy

£ (x,y) =3x"sinxy + x*(cosxy)y

£5(x,y) = x*(cosxy)x

Derivata och linjér approximation i en variabel

Sats :
Lat f vara en funktion av en variabel och antag att f dr deriverbari punkten a.
Da giller att
o LW S@-f@E=a) 4,
xX—a
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Geometrisk tolkning av (*):

y=f(@)+f(a)(x-a)

y=f(x)

B0 _AS@0)

Verkliga felet

y=fla)+f(a)(x-a)

[BC|=[]= /()= f(@)= f(@)x-a)
48 ==
: ) |BC| o
Enligt satsen ovan gélleratt — - 0 dd B - 4
45

Det betyder att det relativa felet - 0 da x - a.

Vid approximationen
f(x)= f(x)- f(a)— f (a)(x —a)niraa (f antashir vara deriverbari a).

Nira punkten a kan alltsd f(x) approximeras avden linjira funktionen f(x) — f(a) — f (a)(x — a)

Derivata och linjdr approximation i flera variabler

Betrakta en funktion f{x,y)av tva variabler och antag béda partiellal: a derivatorna existera i (a,b),
dvs f; (a,b) och f,(a,b) antas existera.

i =t/ @D~ @

ety =tim @ *D=TED

Er;} definition av partiell derivata.
Ly

. punkema @y Definitionerna av £, (a,b)och f,(a,b) anviinder bara f :s viirde pa
V/ linjerna L, och L,, utanfor dessa bada linjer dr vardetav f egalt (likvérdigt)

(a.b) L existensen av f; (a,b) och f,(a,b). Detta séiger alltsd inte mycket om hur

f beter sig néra (a,b).

<— Punkterna (a, b+h)

X
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Nagot béttre behovs alltsd om vi vill katraktirisera de funktioner som ar "sldta" nara en punkt. Med "slat"
motsvarande funktionsgraf &r "sldt" ndra punkten.

Inspirerade av vad som géllerien variabel siger viatt en funktion f(x,,...,x,) av n variabler ar definierbar
ien punkt (a,,...,a,) < det finns en linjar funktion B+ 4 X, +...+ 4 X, 1vaiablerna x,...x, sddan att

(+%) f(Xppex, )—B+AX, +...+ 4 X,
V@ =) +..+(x, —a,)’

(Néimnaren = avstindet mellan (x,,...,x, )Joch (a,,...,a, ))

- 0 da(x,....,x,) - (a,...,a,)

(**) Betyder att f(x,,...,x,) approximeras med den linjéra funktionen B + 4 X, +... + A X, néra punkten
(a,,...,a,), och att rellativai1 approximationen — 0 da (x,,...,x,) - (a,,...,a,)

For att approximationen ovan ska vara bra kraver viocksd att f(x,,...,x,) Overstimmer med

B+A4X +..+4X,,da(x,,..,x,) =(a,..,a,).Dvs vikraveratt f(x,,...,x,) =B+ AX, +..+ 4 X, giller.
Detta ger B = f(a,,...,a,) — Aa,—,....—A,a, och att

B+4X +..+4X, =f(a,..,a,)—Aa—,.,~Aa, +B+AX +.+4X =

=fla,..a)t 4 (X, —a)+..+4,(X,~a,)

Kombinerat med varan definition ovan ger detta att en funktion f(x,,...;%, ) ar differentierbar i en punkt
(a,...,a,) = [H,...,A, saatt

(F5 %) f(x5x,)— f(ay,...,a,)—A(X,—a)—..—4(X, —a,)
Vo —a) +o+ (v, —a,)?

Att en funktion &r differentierbar i en punkt betyder geometriskt att motsvarande funktionsgraf &r slat

-~ 0 da (xla'--axn) - (ala'--aan)

néra punkten.

Om visitter x, =a, +h, k=1..,n 1(***) ser viattdifferentierbarhet ocksd kan uttryckas som att

f differentierbari(a,...,a,) = [H,...,4, sdatt

fla, +h,...a,+h)- f(a,..,a,)— Ah —..=4h,
\/hf +..+h’

Om f ar differentierbari(a,...,a,) sa géller att

=0 da (k) — (0,..,0)

f(a,,..a),..., f.(a,,...,a,) allaexisterar,samt att 4, = f;(a,,...,a,) k =1,...,n.
For differentierbarhet i 6vrigt se D'och PB2.
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